TD5 : Parametres d'association (covariance swgfficient de corrélation et variance expliguée)

Questions de réflexion

NB : dans les corrections de ces questions de rédlen, a la différence des notations simplifiées mx
et my ou X et Y que nous avons utilisées dans lesriections ou dans les énoncés de TD pour
symboliser la moyenne de la variable X ou de la viable Y, nous utiliserons maintenant les
notations scientifiques de la moyennex ety.

1/ Pour le premier diagramme de dispersion représa+itessous, Nous pouvons nous attendre a obtenir
un coefficient de corrélation négatif. En effet,m&si la moitié de la courbe est plutdt plate ti&u
moitié est en revanche trés décroissante, ce ggese une relation inverse entre les deux variadles
cette partie de la courbe. Le cumul de la partgep{qui conduira plutdt & des produits des écamits
positifs soit négatifs selon la position des vadeuar rapport aux moyennes des variables X et W et

la partie décroissante de la courbe (qui conddigdpa des produits des écarts tres négatifs) etann

au final uncoefficient de corrélation plutdt négatif D'autre part, nous pouvons nous attendre a une
valeur absolue élevée pour ce coefficient de catiokl, étant donné que la pente décroissante de la
courbe est trées forte.
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Pour le deuxieme diagramme de dispersion ci-dessous pouvons nous attendre a un coefficient de
corrélation proche de 0. En effet, on remarquelgu®eurbe (que I'on peut qualifier de quadratique o
parabolique) comprend une partie décroissanteeepartie croissante qui sont symétriques. La partie
décroissante va donc correspondre a des prodsitsodets négatifs (relation inverse entre les b

alors que la partie croissante va correspondres paluits des écarts positifs (relation positingres

les variables). Le fait d'additionner des produdiés écarts de signe opposé va nous conduire a un
coefficient de corrélation proche de 0
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Le dernier diagramme de dispersion ci-dessous &keggnt conduire a l'obtention d'un coefficient de
corrélation proche de 0. Comme pour le deuxiemgrdiame, on remarque que la courbe comprend
des parties décroissantes et des parties croissamtedtriques. Les parties décroissantes correapbnd

a des produits des écarts négatifs, et les pamassantes correspondant a des produits des écarts
positifs, la somme de ces produits des écarts glee sbpposé va également nous conduire a un
coefficient de corrélation proche de 0
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Au regard de ces différents diagrammes de dispersious pouvons dire que coefficient de
corrélation n'est pas particulierement adapté pourendre compte des relations de type monotone
non linéaire ou non monotone non linéaire pouvantester entre deux variables.

Le premier diagramme de dispersion, correspondaumiearelation de type monotone non linéaire,
conduit a un coefficient de corrélation négatif.ddefficient permet de rendre compte de la décoiss

de la courbe, mais la partie plate de cette ménuebeon'est en revanche pas représentée par ce
coefficient négatif.

Les second et troisieme diagrammes de dispersiorespondant & des relations de type non monotone
non linéaire, semblent indiquer I'existence d'uglation entre les deux variables. Cependant, cette
relation ne peut étre mise en évidence par le icosit de corrélation, étant donné que les parties
décroissantes et croissantes de ces deux courléss@occompenser et conduire a l'obtention d'un
coefficient proche de 0.

Le coefficient de corrélation de Bravais-Pearson eslonc adapté pour déterminer I'existence
d'une relation linéaire entre des variables, mais @s pour les autres types de relation.

2/ Dans le cadre d'une relation linéaire négativeeetidux variables X et Y, si (xi&) est négatif, nous
pouvons nous attendre a une valeur de @i positive. En effet, le fait qu'une relation lifreanégative
existe entre deux variables implique que des valiailoles sur la variable X (en-dessous de la mogken
soient associées a des valeurs élevées sur ldbleaNa(au-dessus de la moyenne). En retour, nous
pouvons nous attendre a ce qu'un (¥)-positif soit associé a une valeur de (\W)»négative. Pour
résumerdans les relations linéaires négatives, (xix) et (yi —y) sont généralement de signe opposé,
ce qui conduit a des valeurs de la covariance et awefficient de corrélation négatives

Dans le cadre d'une relation linéaire positiveeedgux variables X et Y, si (xi® est négatif, cette
fois nous pouvons nous attendre a une valeur de ¥yiégalement négative. En effet, le fait qu'une
relation linéaire positive existe entre deux vdaabmplique que des valeurs faibles sur la vagiabl
(en dessous de la moyenne) soient associées aldassvegalement faibles sur la variable Y (enaless
de la moyenne). Nous pouvons nous attendre errr@tmiqu'un (Xi %) positif soit associé a une valeur



également positive de (yiy). Pour résumedans les relations linéaires positives, (xi¥®) et (yi —y)
sont généralement de méme signe, ce qui conduit asdvaleurs de la covariance et du coefficient
de corrélation positives

Dans le cadre d'une relation linéaire nulle entaxdvariables X et Y, si (xi %) est négatif, nous
pouvons nous attendre a ce que (y)-soit tantét négatif, tantét positif. En effetydqu'il y a une
absence de relation linéaire entre deux varialgels, signifie que nous ne pouvons pas prédire les
valeurs de la variable Y en fonction des valeurderiable X. Un (xi <) positif sera donc également
tantbt associé a un (yi positif, et tantdt a un (yi ) négatif. Pour résumeen cas d'absence de
relation linéaire, dans certains cas (xi x) et (yi —y) seront de méme signe, et dans d'autre cas de
signe oppose, ce qui conduira a une somme des prddules écarts proche de.O

3/ Les bornes du coefficient de corrélation sorgt-11. Il n‘est pas possible d'obtenir un coefficie
corrélation en dehors de ces limites. Par conséguenésultat de -2.6 pour le coefficient provient
d'une erreur de calcul

4/ Seule la valeur absolue du coefficient de coticandique l'intensité de la relation, et norsigne
du coefficient. La valeur absolue 0.76 étant pllevée que la valeur absolue 0.48,76 est le
coefficient reflétant la relation la plus intense

5/ La variance expliquée correspond au carré du ooexfii de corrélation : 0.992 = 0.98. En d'autres
termes, 98% de la variance du nombre de persoruesiéles en tombant dans les escaliers entre 2007
et 2010 peuvent étre expliqués par le nombre dipb®endus durant cette période. Ce résultat mgnif
qguele nombre d'iphones vendus entre 2007 et 2010 pertriggs efficacement de prédire le nombre

de personnes décédées en tombant dans les escaliemant cette période Cela ne veut par contre
nullement dire que les ventes d'iphones causertdeds par chute dans les escaliers. La capacité de
prédire n'est pas synonyme de causalité.

6/ Un coefficient de corrélation de O signifie unebsence de relation linéaire entre les deux
variables. Nous ne pouvons par contre aucunement concl@réegudeux variables sont indépendantes,
puisqu'il peut exister entre elles un autre typeeligion que nous ne pouvons pas identifier gedce
coefficient de corrélation.



Exercices

A) Pour rappel, nous souhaitions généraliser nostaésa la population a partir des données que nous
avons recueillies.

NB : dans cet exercice, a la différence des notati® simplifi€ées mx et my ou X et Y que nous avons
parfois utilisées dans les énoncés corrections posymboliser la moyenne de la variable X ou de
la variable Y, nous utiliserons maintenant les noti#ons scientifiques de la moyenng ety.

Pour rappel, les moyennes des variables X et Y |gogroupe psychotique étaient respectivement de
57.6 et 21, et de 10.8 et 30.6 pour le groupe déjfre

1/Voici le diagramme de dispersion pour les patigstechotiques :
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Et le diagramme de dispersion pour les patientsedsjis :
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(NB : si vous avez inverseé I'ordre des variableta @st également correct)



2/ La covariance entre les variables symptémes posiiet négatifs est de -229.43 pour les patients
psychotiques, et de 14.27 pour les patients dépridssCi-apres, vous retrouverez les étapes de calcul
de cette covariance pour les patients psychotid@a@socédure a suivre étant la méme pour lesrgatie
dépressifs (pour plus de facilités, nous avonsmené la variable Symptdmes positifs X et la variable
Symptémes négatifs Y).

La moyenne du groupe pour la variable X est de,%t.@lle est de 21 pour la variable Y. Dans les
quatriéeme et cinquiéme colonnes du tableau, onuleales écarts a la moyenne pour chaque variable.
Par exemple, pour le second patient, 47 (x1) — 7idgyenne de X, o) va hous donner un résultat de
-10.6, qui est reporté dans la premiére case gedaiéme colonne.

L'étape suivante est le calcul des produits deg®daour chaque sujet, deux valeurs ont été obssrv
(une sur chaque variable), et nous allons caldelproduit des écarts a la moyenne de ces valears.
exemple, le cinquiéme patient qui a un score depgymes positifs de 74 et un score de symptomes
négatifs de 18 a des écarts correspondants deefl634 Ainsi, le produit des écarts que nous allons
calculer pour ce patient est (16.4*-3), soit appr@ativement -49.2, valeur reportée dans la cingaiem
case de la sixieme colonne.

Numéro du|  Score Score
patient | Symptdmes symptomes Xi-X% yi-y (xi-x)*(yi-y)
positifs (X) | négatifs (Y)

1 76 12 18,4 -9 -165,6
2 47 28 -10,6 7 -74,2
3 85 7 27,4 -14 -383,6
4 22 25 -35,6 4 -142,4
5 74 18 16,4 3 49,2
6 66 35 8,4 14 117,6
7 26 32 -31,6 11 -347,6
8 90 9 32,4 -12 -388,8
9 33 26 -24,6 5 -123
10 58 15 0,4 -6 2,4
11 40 34 -17,6 13 -228,8
12 91 13 33,4 -8 -267,2
13 18 40 -39,6 19 -752,4
14 54 16 -3,6 -5 18
15 84 5 26,4 -16 -422,4

Pour I'étape finale du calcul de la covariancegilis suffit de diviser la somme de la sixiéme codon
par (n — 1), soit par 14 (15 — 1). En effet, ndiweici est de généraliser les résultats obtenusesi15
patients a I'ensemble de la population des pati@yshotiques dont ils sont issus. Par conségneus,
nous situons en statistiques inférentielles et chetons a estimer les parameétres de la population
dont provient I'échantillon. Dans ces conditions,d calcul de la covariance est effectué sur (n — 1)

et non sur n. Cette division de la somme des ptodigs écarts a la moyenne (soit la division de la
somme de la sixieme colonne) par 14 nous renvoialur -229.43.



3/ Voici le diagramme de dispersion des patientscipstiques avec les droites des moyennes
représentées.
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Si nous observons ce diagramme, nous pouvons tengtee les points se répartissent majoritairement
dans deux des quatre cadrans délimités par leconeist des droites des moyennes.

Le premier cadran, en haut & gauche, contient le®sultats de participants dont les produits des
écarts correspondants sont négatif€En effet, les participants situés dans ce cadnales scores de
symptémes positifs (X) inférieurs a la moyennet goiécart (xi x) négatif, et des scores de symptémes
négatifs (Y) supérieurs a la moyenne, soit un ggasty) positif. Le produit de ces deux écarts (négatif
* positif) nous donnera donc un résultat négatif.

Le second cadran ou se trouvent majoritairement lepoints, en bas a droite, contient les résultats
de participants dont les produits des écarts corrg@ndants seront également négatif&€n effet, les
participants situés dans ce cadran ont des scersgmptémes positifs (X) supérieurs a la moyenne,
soit un écart (xi %) positif, et des scores de symptémes négatifsr(éyieurs a la moyenne, soit un
écart (yi -y) négatif. Le produit de ces deux écarts (positi€tatif) nous donnera également un résultat
négatif.

=>» Le diagramme de dispersion et la représentation damoyennes nous indiquent donc que
le calcul de la covariance du groupe psychotique ne conduit a additionner des produits
des écarts essentiellement négatifs, ce qui expleyla valeur négative de la covariance que
nous avons obtenue (-229.43).



Voici le diagramme de dispersion des patients déifeeavec les droites des moyennes représentées :
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Si nous observons ce diagramme, nous pouvons tengtee les points se répartissent équitablement
dans les quatre cadrans délimités par le croisedentiroites des moyennes.

Nous avons dit que les cadrans en haut & gauckretss a droite correspondaient a des produits des
écarts négatifs. A I'inverse, les cadrans en halroéie ((xi -x) et (yi -y) positifs) et en bas a gauche
((xi - x) et (yi -y) négatifs) correspondent tous deux a des prodaeg€carts positifs.

= Le diagramme de dispersion et la représentation desmoyennes nous indiquent que le
calcul de la covariance pour le groupe dépressif ms conduit a additionner des produits
des écarts négatifs et positifs, ce qui explique laleur de la covariance a priori peu élevée
(en comparaison de celle des patients psychotiqueg)e nous avons obtenue (14.27).

4/ Pour calculer le coefficient de corrélation, ilusosuffit de diviser la covariance par le prodasd
écarts-types des deux variables.

Nous avons déja calculé les écarts-types des dauables pour les deux groupes dans l'exercice
supplémentaire B du TD3 (je vous invite a vous regsau corrigé de cet exercice pour la méthode).

Les valeurs des écarts-types des variables X ebf fe groupe des patients psychotiques sont
respectivement de 25.59 et 11.17. Par conséqeeruefficient de corrélation de ce groupe est :

-229.43 / (25.59 * 11.17) = -0.80.

= Ce coefficient de corrélation a la fois négatif etlevé nous indique qu’il existe une relation
importante et négative entre les variables X et Yhez les patients psychotiques. Cela
signifie que plus le nombre de symptémes positifsugmente chez ces patients, plus le
nombre de symptémes négatifs diminue, et inversemen

Les valeurs des écarts-types des variables X etot e groupe des patients dépressifs sont
respectivement de 7.38 et 5.38. Par conséquertgeléicient de corrélation de ce groupe est :

14.27 / (7.38 * 5.38) = 0.36.

= Ce coefficient de corrélation a la fois positif epeu élevé nous indique qu’il existe une
relation faible et positive entre les variables XteY chez les patients dépressifs. Cela signifie
gue, modérément, plus le nombre de symptdmes pofstaugmente chez ces patients, plus
le nombre de symptdmes négatifs augmente également.



B) Pour rappel, dans cette étude, nous ne souhapias généraliser nos résultats a la population des
adolescents souffrant de toxicomanie en général.

NB : dans cet exercice, a la différence des notati® simplifiées mx et my ou X et Y que nous avons
parfois utilisées dans les énoncés et correctionsyy symboliser la moyenne de la variable X ou
de la variable Y, nous utiliserons maintenant lesatations scientifiques de la moyenne ety.

1/ Voici le diagramme de dispersion représentantdesées des adolescents souffrant de toxicomanie
sur les variables Consommation de drogues et Nomreentatives de suicide (NB : si vous avez
inversé l'ordre des variables, cela est égalememect. Cependant, il est plus logique de placer la
Consommation de drogues en abscisse et le Nomhesn@dtives de suicide en ordonnée, car nous nous
attendons davantage a ce que la consommation daetr@ermette de prédire le nombre de tentatives
de suicide plutdt que l'inverse.)

Nombre de tentatives de suicide
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Consommation de drogues



2/ La variance sur la variable Consommation de droguesst de 6.09 et I'écart-type de 2.47. Sur la
variable Tentatives de suicide, la variance est d&.09, et I'écart-type de 1.04Ci-aprés, vous
retrouverez les étapes de calcul de la variancelpsuaeux variables (pour plus de facilités, navsns
renomme la variable Consommation de drogues Xrable Nombre de tentatives de suicide Y).

La moyenne sur la variable Consommation de drogsede 5.1, et de 1.1 sur la variable Tentatives de
suicide. Dans les troisiémes colonnes de chaqleaiabi-dessous, on calcule les écarts a la moyenne
pour chaque donnée de la deuxiéme colonne. Parpéxehécart & la moyenne de X pour le patient
n°6, 9 (x1) — 5.1 (moyenne de X, By va hous donner un résultat de 3.9, qui est téplams la sixieme
case de la troisiéme colonne.

Dans la quatriéme colonne on met les écarts ayenme de la troisiéme colonne au carré. Par exemple
toujours pour le patient n°6 et pour la variableX2 va nous donner un résultat de 15.21, quepstté
dans la sixieme case de la quatriéme colonne.

Numéro du| Conso de . L

patient |drogues (x| %) (xi - x)
1 3 2,1 4,41

2 7 1,9 3,61

3 6 0,9 0,81

4 8 2,9 8,41

S 2 -3,1 9,61

6 9 3,9 15,21

7 4 -1,1 1,21

8 3 -2,1 4,41

9 7 1,9 3,61
10 2 -3,1 9,61
Numéro du| Tentatives de = _ o

patient | suicide () | O1-¥) | O1-3)

1 0 1,1 1,21

2 2 0,9 0,81

3 1 0,1 0,01

4 2 0,9 0,81

S 1 0,1 0,01

6 3 1,9 3,61

7 0 -1,1 1,21

8 0 1,1 1,21

9 2 0,9 0,81
10 0 1,1 1,21

Pour le calcul de la variance, il hous suffit deefda moyenne de la quatriéme colonne pour chacune
des deux variables. En effet, nous avons dit dénsmcé que nous nous intéressions uniquement aux
sujets que nous avons étudiés. En d’autres termoas,sommes en statistiques descriptives et n’avons
pas pour but de généraliser nos résultats a la pofation, ce qui signifie que nous calculons la
variance sur n.Ainsi, pour calculer la variance il nous suffit fdére la moyenne des carrés des écarts
a la moyenne (soit la moyenne de la quatrieme oelprce qui nous renvoie la valeur 6.09 pour la
variable X (consommation de drogues), et 1.09 fowariable Y (tentatives de suicide). Les racines
carrées de ces valeurs, les écarts-types, somcatesgment 2.47 et 1.04.



3/ La covariance des variables Consommation de drogues Tentatives de suicide est de 2.28i-
apres, vous retrouverez les étapes de calcul tieamtariance (nous reprenons nos appellationsuxX po
la variable Consommation de drogues, et Y pourtéable Tentatives de suicide).

Etant donné que nous avons déja calculé les vasathes deux variables, et que nous savons qu'il est
nécessaire de calculer les écarts a la moyennesdeux variables pour obtenir la covariance, nous
pouvons réutiliser ces colonnes des écarts a l&nmey(colonnes 4 et 5 du tableau ci-dessous).

L'étape suivante est le calcul des produits deg®daour chaque sujet, deux valeurs ont été obssrv
(une sur chaque variable), et nous allons caldelproduit des écarts a la moyenne de ces valears.
exemple, le patient n°4 qui a une consommationrdgues de 8 et un nombre de tentatives de suicide
de 2 a des écarts correspondants de 2.9 et 0.8, liproduit des écarts que nous allons calqder

ce sujet est (2.9 * 0.9), soit 2.61, valeur reppdans la quatriéme case de la sixieme colonne.

Numéro du Conso de Tenta.ti\'/es o o o
patient | grogues (xj 9€ (S\l(J)ICIde (xi - X) (yi-) (xi - X)* (yi - y)
1 3 0 -2,1 -1,1 2,31
2 7 2 1,9 0,9 1,71
3 6 1 0,9 -0,1 -0,09
4 8 2 2,9 0,9 2,61
5 2 1 -3,1 -0,1 0,31
6 9 3 3,9 1,9 7,41
7 4 0 -1,1 -1,1 1,21
8 3 0 -2,1 -1,1 2,31
9 7 2 1,9 0,9 1,71
10 2 0 3,1 -1,1 3,41

Pour I'étape finale du calcul de la covarianceoilis suffit de faire la moyenne de la sixieme coéon
Comme pour la variance, étant donné que nous mbéessons uniquement aux données que nous
avons recueillies, nous calculons également lar@wee sur n. Ainsi, pour calculer la covariance il
nous suffit de faire la moyenne des produits dest&¢soit la moyenne de la sixieme colonne), ée qu
nous renvoie la valeur 2.29.

4/ Pour calculer le coefficient de corrélation, il sauffit de diviser la covariance par le produis de
écarts-types des deux variables.

Comme calculées dans la question 2, les valeursédads-types des variables X et Y sont
respectivement de 2.47 et 1.04. Par conséquectgféicient de corrélation est :

2.29 / (2.47 * 1.04) = 0.89.

=>» Ce coefficient de corrélation a la fois positif eélevé nous indique qu'’il existe une relation
importante et positive entre les variables X et YCela signifie que plus la consommation
de drogues augmente chez ces adolescents souffrdattoxicomanie, plus le nombre de
tentatives de suicide augmente également.

La variance expliquée correspond au carré du coeffient de corrélation : 0.892 = 0.79En d’autres
termes, 79% de la variance du nombre de tentatiesuicide peuvent étre expliqués par la
consommation de drogues chez les adolescents @auffle toxicomanie. Cela signifie que la
consommation de drogues permet tres efficacemepitédizre le nombre de tentatives de suicide.



